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摘 要： 数值求解三维时域Ｍａｘｗｅｌｌ方程的过程中，保持方程的内在结构显得尤为重要．利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的变
分形式，将Ｍａｘｗｅｌｌ方程表述为Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程形式．在时域方向，利用辛传播子技术对方程进行离散以保持方程的
内在结构；在空域方向，采用时域多分辨率方法对三维旋度算符进行差分离散，建立了求解Ｍａｘｗｅｌｌ方程的辛时域多分
辨率（ＳＭＲＴＤ）方法．对ＳＭＲＴＤ方法的稳定性及数值色散性进行了系统的探讨，数值结果表明该方法的正确性及高精
度性．
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１ 引言

时域有限差分［１］（ＦＤＴＤ）法以其简单直观的特点已
成为电磁学数值计算的一种常用方法，它直接求解依赖

时间的Ｍａｘｗｅｌｌ旋度方程，利用二阶精度的中心差分近
似旋度方程中的时间及空间微分算符，极易处理非均匀

媒质的情形．然而，它的计算精度相对较低，计算的时间
步长与空间离散网格的大小必须满足 ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ
Ｌｅｖｙ（ＣＦＬ）稳定性条件，并且随着计算时间步的增加，
误差将会累积．为克服 ＦＤＴＤ方法的这些缺点，文献［２］

提出了ＭＲＴＤ方法来提高计算精度，但 ＭＲＴＤ方法对稳
定性条件的要求更强；ＺｈｉｚｈａｎｇＣｈｅｎ［３］则提出ＡＤＩＭＲＴＤ
来摆脱 ＣＦＬ稳定性条件的束缚，但 ＡＤＩＭＲＴＤ方法的数
值色散性较 ＦＤＴＤ法差．总而言之，这些方法的效果并

不尽如人意，原因在于这些方法破坏了 Ｍａｘｗｅｌｌ方程的
结构．由于Ｍａｘｗｅｌｌ方程可以看成一个无穷维的Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统，而 Ｈａｍｉｌｔｏｎ的算法应在辛几何框架内产生，该系
统随时间的演化永远是辛变换演进，所以正确的离散算

法应是辛变换，这样的算法称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算法或辛算
法［４］．

为了对Ｍａｘｗｅｌｌ方程离散求解时，保持方程内在结
构，我们将Ｍａｘｗｅｌｌ方程改写为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程形式．在时
域利用辛传播子技术对方程进行离散；在空域采用时域

多分辨率方法进行离散，构建了求解 Ｍａｘｗｅｌｌ方程的辛
算法，即辛时域多分辨率（ＳＭＲＴＤ）方法．对 ＳＭＲＴＤ方
法的稳定性及数值色散性进行了系统的探讨，为ＳＭＲＴＤ
方法在电磁计算中的进一步应用奠定了理论基础．
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２ ＳＭＲＴＤ理论

２１ Ｍａｘｗｅｌｌ方程的Ｈａｍｉｌｔｏｎ表述
考虑媒质的参数不随时间变化且各向同性的时变

场，三维Ｍａｘｗｅｌｌ方程为

Ｂ
ｔ
＝－×Ｅ （１）

Ｄ
ｔ
＝×Ｈ－Ｊ （２）

Ｄ＝εＥ，Ｂ＝μＨ （３）
其中，ε、μ分别为媒质的介电常数与磁导率．在 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ框架下，方程可改写为一无穷维Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程
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其中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ（Ｂ，Ｄ）为

Ｈ（Ｂ，Ｄ）＝１２（
１
μ
Ｂ·×Ｂ＋

１
ε
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（５）
变分导数δ／δＢ的定义为
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δＢｘ
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Ｈ

δＢ
（＝ｘ，ｙ，ｚ）的定义为

［
ｄ
ｄρ
Ｈ（Ｂ＋ρφ）］｜ρ＝０＝∫δＨδＢφｄＶ （７）

式中φ为检验函数．
２２ ＳＭＲＴＤ方法

经过复杂的数学推导，Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程（４）等价于
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（１０）

２．２．１ 空域的离散

由于算符 ＬＡ，ＬＢ中含有三维旋度算符Ｒ，为了得
到Ｍａｘｗｅｌｌ方程的数值解，必须在空域对方程进行进一
步的离散．在此，我们基于时域多分辨率方法将电场与
磁场用具有紧支撑的 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波尺度函数展开成
如下形式：

Ｅｘ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｘＥｉ＋１２ｊ，ｋ

（ｔ）φｉ＋１２
（ｘ）φｊ（ｙ）φｋ（ｚ）

（１１ａ）

Ｅｙ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｙＥｉ，ｊ＋１２，ｋ

（ｔ）φｉ（ｘ）φｊ＋１２
（ｙ）φｋ（ｚ）

（１１ｂ）

Ｅｚ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｚＥｉ，ｊ，ｋ＋１２

（ｔ）φｉ（ｘ）φｊ（ｙ）φｋ＋１２
（ｚ）

（１１ｃ）

Ｈｘ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｘＨｉ＋１２，ｊｋ

（ｔ）φｉ（ｘ）φｊ＋１２
（ｙ）φｋ＋１２

（ｚ）

（１１ｄ）

Ｈｙ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｙＨｉ，ｊ＋１２，ｋ

（ｔ）φｉ＋１２
（ｘ）φｊ（ｙ）φｋ＋１２

（ｚ）

（１１ｅ）

Ｈｚ（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
φｚＨｉ，ｊ，ｋ＋１２

（ｔ）φｉ＋１２
（ｘ）φｊ＋１２

（ｙ）φｋ（ｚ）

（１１ｆ）
把上式代入Ｍａｘｗｅｌｌ方程离算后可得到［５，６］：

φｘＥｉ＋１２，ｊ，ｋ（ｔ）

ｔ
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ε∑ν ａ（ν (）
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１
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－
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１
Δ

)ｚ （１２ａ）

φｘＨｉ，ｊ＋１２，ｋ＋１２（ｔ）

ｔ
＝ １
μ
∑
ν

ａ（ν (）
φｙ
Ｅｉ，ｊ＋１２，ｋ＋１＋ν（ｔ）

１
Δｚ

－
φｚＥｉ，ｊ＋ν＋１，ｋ＋１２（ｔ）

１
Δ

)ｙ （１２ｂ）

２．２．２ 时域的离散

经过时间 ｔ＝０至 ｔ＝τ，方程（８）的解可表示为

( )ＢＤ （τ）＝ｅｘｐ（τ（ＬＡ＋ＬＢ））( )ＢＤ （０） （１３）

由于指数算符 ｅｘｐ［τ（ＬＡ＋ＬＢ）］并不能显示计算，式
（１３）仅仅是形式解．在此，我们可以借助于辛传播子技
术［５］，得到 ｅｘｐ［τ（ＬＡ＋ＬＢ）］的 ｍ级ｐ阶近似

ｅｘｐ［τ（ＬＡ＋ＬＢ）］＝∏
ｍ

ｌ＝１
ｅｘｐ（ｄｌτＬＢ）ｅｘｐ（ｃｌτＬＡ）＋Ｏ（τｐ＋１）

（１４）
其中 ｍ，ｐ（ｍ≥ｐ）为传播子的级数及阶数．通过选择
合适的传播子系数｛ｃｌ｝及 ｛ｄｌ｝，可以证明以上算法满足
保持方程内在结构的条件，称为辛算法．至于系数的具
体取值，文中我们参考了文献［７］中优化的５级４阶传
播子系数．

由于（Ｌｖ）ｋ＝０，（ｖ＝Ａ或Ｂ，ｋ＝２，３…）指数算符
ｅｘｐ（τＬＡ）及ｅｘｐ（τＬＢ）可以显示地表示为：

ｅｘｐ（τＬＡ）＝Ｉ６＋τＬＡ （１５）

ｅｘｐ（τＬＢ）＝Ｉ６＋τＬＢ （１６）
从（１４）可以看出，该辛积分方法具有显式逐级递推的特
点．因而，同龙格库塔和其它一些隐式算法相比，也就
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大大节约了内存，提高了计算效率．
经过空间时域多分辨率离散、时间 ｐ阶辛积分离

散后，我们就建立了麦克斯韦方程的离散辛框架，即 Ｓ
ＭＲＴＤ算法．

为了减小截断误差，我们对电场分量进行尺度变

换，使其与磁场分量的数量级相当．

Ｅ^＝ ε０

μ槡０
Ｅ （１７）

尺度变化后的电场 ｘ，ｙ，ｚ分量的迭代公式如下：

Ｅ^ｎ＋ｌ／ｍｘ （ｉ＋１２，ｊ，ｋ）

＝Ｅ^ｎ＋（ｌ－１）／ｍｘ （ｉ＋１２，ｊ，ｋ）＋
１

εｒ（ｉ＋
１
２，ｊ，ｋ）

×α

×∑
ν

ａ（ν）φｚＨ
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１
２，ｋ
（ｔ）１
Δ( ｙ

－
φｙＨ

ｎ＋ｌ／ｍ

ｉ＋１２，ｊ，ｋ＋ν＋
１
２
（ｔ）１
Δ )ｚ

Ｈ
ｎ＋ｌ／ｍ
ｘ （ｉ，ｊ＋１２，ｋ＋

１
２）

＝Ｈ
ｎ＋（ｌ－１）／ｍ
ｘ （ｉ，ｊ＋１２，ｋ＋

１
２）＋

１

μｒ（ｉ，ｊ＋
１
２，ｋ＋

１
２）

×β

×∑
ν

ａ（ν）φｙＥ
ｎ＋（ｌ－１）／ｍ

ｉ，ｊ＋１２，ｋ＋１＋ν
（ｔ）１
Δｚ
－
φｚＥ

ｎ＋（ｌ－１）／ｍ

ｉ，ｊ＋ν＋１，ｋ＋１２
（ｔ）１
Δ( )ｙ

式中：α＝ｄｌ×Δｔ×
１

μ０ε槡 ０
，β＝ｃｌ×Δｔ×

１

μ０ε槡 ０

式中系数 ａ（ν）中的ν理论上从 －∞到 ＋∞，由于
Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波尺度函数的紧支性，当支撑度为 Ｎ时，
则ν从－Ｎ－１到 Ｎ，所以当ν为其余值时系数ａ（ν）＝
０．且当ν＜０时，系数 ａ（ν）由对称关系 ａ（－１－ν）＝ａ
（ν）给出．表 １给出了消失矩阶数为 １～４阶的
Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ尺度函数对应的系数 ａ（ν），表中只给出了ν
＞０的值．

表１ Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ尺度函数相对应的系数 ａ（ν）

ν Ｄ１ Ｄ２ Ｄ３ Ｄ４
０ １ １．２２９１６６６６７ １．２９１８１２９２８１ １．３１１０３４０７７３
１ －０．０９３７５０００００ －０．１３７１３４３４６５ －０．１５６０１００７１０
２ ０．０１０４１６６６６７ ０．０２８７６１７７２３ ０．０４１９９５７４６０
３ －０．００３４７０１４１３ －０．００８６５４３２３６
４ ０．０００００８０２６５ ０．０００８３０８６９５
５ ０．００００１０８９９９
６ －０．００００００００４１

３ ＳＭＲＴＤ方法的稳定性与数值色散性

３１ 稳定性分析

为分析 ＳＭＲＴＤ法的稳定性及数值色散特性，可采
用文献［８，９］所采用的增长矩阵分析方法．为了保证算

法的稳定性，要求对所有的数值传播模，增长因子α满

足｜α｜≤１．将平面波本征模代入 ＳＭＲＴＤ算法中，经过
复杂的数学推导，可得 ＳＭＲＴＤ算法的增长因子α＝ζ
± ζ

２槡 －１．因此，要使算法 ＳＭＲＴＤ稳定，则ζ必须满
足｜ζ｜≤１，其中ζ为

ζ＝１＋（
１
２）∑

ｍ

ｌ＝１
ｇｌ｛
１
με
τ
２（η

２
ｘ＋η

２
ｙ＋η

２
ｚ）｝

ｌ （１８）

ｇｌ＝ ∑
１≤ｉ１≤ｊ１＜ｉ２≤ｊ２＜…＜ｉｌ≤ｊｌ≤ｍ

ｃｉ１ｄｊ１ｃｉ２ｄｊ２…ｃｉｌｄｊｌ

＋ ∑
１≤ｉ１＜ｊ１≤ｉ２＜ｊ２≤…≤ｉｌ＜ｊｌ≤ｍ

ｄｉ１ｃｊ１ｄｉ２ｃｊ２…ｄｉｌｃｊｌ （１９）

ηξ＝∑ ａ（ν）
（ｅ－ｊ０ｋξΔξ×（

１
２＋ｖ）－ｅｊ０ｋξΔξ×（

１
２＋ｖ））

Δξ
（２０）

ｋｘ＝ｋｓｉｎθｃｏｓ，ｋｙ＝ｋｓｉｎθｓｉｎ，ｋｚ＝ｋｃｏｓθ （２１）
其中 ｊ０为虚数，ｋ为波数，ξ＝ｘ，ｙ，ｚ，与θ分别为波
的传播方向与ｘ轴及ｚ轴正方向的夹角．为简单起见，
在以下的数值计算过程中，文中采用均匀网格Δｘ＝Δｙ
＝Δｚ＝Δ离散 ，定义稳定性常数

ＣＦＬ＝ τ

Δ ε槡 ｕ
（２２）

ＣＦＬ的最大值即ＣＦＬｍａｘ决定了算法稳定性的上界，通
过优化算法，我们得到了 ＳＭＲＴＤ算法的 ＣＦＬｍａｘ列于
表２之中，其中，ＳＭＲＴＤ方法使用如下传播子系数：

ｃ１＝ｃ５＝０．１７３９９６８９， ｃ２＝ｃ４＝０．１２０３８５０４
ｃ３＝０．８９２７７６３０， ｄ１＝ｄ４＝０．６２３３７９３２
ｄ２＝ｄ３＝－０．１２３３７９３２， ｄ５＝０．

作为参考，ＦＤＴＤ及基于 Ｄ２的 ＭＲＴＤ方法和 ＳＭＲＴＤ的
ＣＦＬｍａｘ也列于表格之中．

表２ ＳＭＲＴＤ算法的 ＣＦＬｍａｘ

算法 ＳＭＲＴＤ（Ｄ２） ＦＤＴＤ ＭＲＴＤ（Ｄ２）

ＣＦＬｍａｘ ０．６５０２ ０．５７７４ ０．４３３０

３２ 数值色散性分析

用时域多分辨率方法进行空间离散时，将会在离

散网格中引起所模拟波模的色散，即在差分网格中，数

值波模的传播速度将随频率而改变，这种色散将导致

非物理因素引起的脉冲波形畸变、人为的各向异性及

虚假的折射现象．因此，数值色散是有限差分法中必须
考虑的另一个因素，ＳＭＲＴＤ算法的数值色散关系为

ｃｏｓ（ωτ）＝ζ （２３）
计算中取离散网格大小Δ＝λ／ＰＰＷ，ＰＰＷ为每波长离
散网格数．我们定义相对相速度误差

Ｅ＝２０ｌｏｇ１０
ｖｐ－ｃ
ｃ

（２４）

这里，ｖｐ＝ωｋ＝
２π
ｋλ
，为数值相速度，λ为波长．

ＳＭＲＴＤ算法的数值色散关系如下图１，图２所示，
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图中分别给出 ＦＤＴＤ及 ＭＲＴＤ的数值色散曲线作为比
较．图 １为 ＣＦＬ＝０４、θ＝６０°及 ＝３０°情形下，Ｓ
ＭＲＴＤ算法的数值色散与 ＰＰＷ的变化关系图；图 ２为
ＣＦＬ＝０４、θ＝３０°及ＰＰＷ＝８的情形下，ＳＭＲＴＤ算法的
数值色散与波的传播角度 的变化关系图．由图可以
发现，无论在那种情形下，ＳＭＲＴＤ方法的数值色散都
较ＦＤＴＤ及ＭＲＴＤ更为优越，换句话说，在相同的计算
条件下，ＳＭＲＴＤ方法的计算精度更高．

４ 数值算例

分析矩形波导 Ｒ１２０的谐振频率，算法采用 ＦＤＴＤ
（２，２）、ＭＲＴＤ和ＳＭＲＴＤ方法．波导谐振腔尺寸 ａ×ｂ×
ｃ＝１９０５０ｍｍ×９５２５ｍｍ×１４２８８ｍｍ，空间步长Δ＝
２３８１，稳定度常数 ＣＦＬ＝０４，计算总时间步 ｎｍａｘ＝
１００００．调制高斯脉冲源频谱范围 ［１２ＧＨｚ，２１ＧＨｚ］，扫频
间隔０．０１ＧＨｚ．对于ＭＲＴＤ方法和ＳＭＲＴＤ方法，金属边
界采用镜像技术处理．谐振频率分布如图３所示．谐振
频率解析解及数值解计算结果见表３，所示表中单位均
为（ＧＨｚ），由表可见 ＳＭＲＴＤ具有最优的计算精度．

从表及图中可以看出，辛ＭＲＴＤ算法和解析解吻合
地很好，误差很小，而传统的时域有限差分法和 ＭＲＴＤ
方法对应的谐振频率有明显的偏移．

表３ 谐振频率分布及相对误差表

方法 解析解
ＦＤＴＤ
（误差％）

ＭＲＴＤ
（误差％）

ＳＭＲＴＤ
（误差％）

ＴＥ１０１ １３．１２３
１３．０４
（０．６％）

１３．１７
（０．３％）

１３．１３
（０．０５％）

ＴＥ１１０ １７．６０７
１７．３２
（１．６％）

１７．７３
（０．６％）

１７．６４
（０．１８％）

ＴＥ０１１ １８．９２７
１８．６４
（１．５％）

１９．０７
（０．７％）

１８．９６
（０．１７％）

ＴＥ１１１ ２０．４９９
２０．２６
（１．１７％）

２０．６７
（０．８％）

２０．５３
（０．１５％）

５ 结论

论文主要引入传播子技术，将 Ｍａｘｗｅｌｌ方程表述为
Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程并对其进行数值离散求解；结合时域多分
辨率方法，建立了求解 Ｍａｘｗｅｌｌ方程的 ＳＭＲＴＤ方法；对
ＳＭＲＴＤ方法的稳定性及数值色散性进行了系统的探
讨，数值计算结果证实了理论的正确性，ＳＭＲＴＤ方法
的引入，为时域电磁计算提供了新的高效的计算方法．
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